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Exercice 1 (Normes). Pour x ∈ Rn, on note

∥x∥1 =
n∑︂

i=1

|xi| ; ∥x∥2 =

⌜⃓⃓⎷ n∑︂
i=1

x2i ; ∥x∥∞ = max
1⩽i⩽n

|xi|.

1. Vérifier que ces trois fonctions sont des normes.

2. Rappeler la démonstration de l’Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous x, y ∈ Rn,

⟨x, y⟩ ⩽ ∥x∥2∥y∥2.

3. Montrer que pour tout x ∈ Rn,

∥x∥∞ ⩽ ∥x∥1 ⩽ n∥x∥∞ & ∥x∥∞ ⩽ ∥x∥2 ⩽
√
n∥x∥∞.

Exercice 2 (Bord ⋆). Pour une partie A de Rn, on définit le bord de A (aussi appelé
frontière de A) comme

∂A = A \ Å.

1. Montrer que Rn \ Å = Rn \A. En déduire que ∂A est fermé.

2. Montrer que

∂A = {x ∈ Rn | ∀ ϵ > 0, B(x, ϵ) ∩A ̸= ∅ & B(x, ϵ) ∩ (Rn \A) ̸= ∅} .

3. Montrer que le bord de A et celui de son complémentaire sont égaux.

4. Montrer que A est fermé si et seulement si ∂A ⊂ A.

5. Montrer que A est ouvert si et seulement si ∂A ∩A = ∅.

Exercice 3 (Partie définie par des inégalités ⋆). Soient h1, · · · , hp : Rn → R des
fonctions continues. On considère l’ensemble

D = {x ∈ Rn | hi(x) ⩽ 0 pour tout 1 ⩽ i ⩽ p}.

1. Montrer que D est fermé.

2. Montrer que l’ensemble

D′ = {x ∈ Rn | hi(x) < 0 pour tout 1 ⩽ i ⩽ p}

est ouvert.
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3. Soit x ∈ ∂D, montrer qu’il existe 1 ⩽ i ⩽ p vérifiant hi(x) = 0.

4. Donner un exemple pour lequel D′ n’est pas égal à l’intérieur de D.

Exercice 4 (Normes sur les espaces de matrices). On fixe un entier n ∈ N et on définit
sur Mn(R) la quantité suivante :

N1(M) = sup
x̸=0

∥Mx∥
∥x∥

.

1. Montrer que N1 est une norme sur Mn(R).

2. Montrer que pour tout x ∈ Rn, on a

∥Mx∥ ⩽ N1(M)∥x∥.

3. On définit maintenant une autre fonction

N2(M) =
√︁

Tr(M tM).

Soit Φ : Mn(R) → Rn2
l’application qui à une matrice associe le vecteur obtenu en

écrivant ses colonnes les unes sous les autres. Montrer que N2(M) = ∥Φ(M)∥ et en
déduire que N2 est une norme.

Exercice 5 (Pour se faire la main). Pour chacune des fonctions suivantes, donner son
ensemble de définition et dire en justifiant en quels points elle est continue.

1. f1(x, y) = ln(x+ y) ;

2. f2(x, y) =
1

cos(x+ y)
;

3. f3(x, y) = xyx2 + y2 ;

4. f4(x, y) =
x2y

x2 + y2
.

Exercice 6 (Inversion de matrices). Soit n un entier.

1. Montrer que l’application déterminant det : Mn(R) → R est continue.

2. En déduire que l’ensemble GLn(R) des matrices inversibles est ouvert.

3. Montrer que l’application A ↦→ A−1 est continue.

4. Est-ce un homéomorphisme ?
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